Algoritmy a datové struktury 1 6. cviceni, feSeni, 2026-03-23

Kdy je Dijkstrav algoritmus ekvivalentni prohledavani do $irky?
Pro graf s jednotkové ohodnocenymi hranami.

Jak a pro jaké grafy se da Dijkstrav algoritmus simulovat pomoci BFS?
Jaka je asymptoticka ¢asova slozitost vysledného algoritmu?

Pro grafy s celo¢iselnymi vahami hran to jde pfimocate podrozdélenim hran
(hranu vahy w nahradime cestou délky w). Jednoduse jde tato konstrukce
roz$ifit na racionalni vahy a i relné vahy (vhodnym zaokrouhlenim, které
nezméni vzajemné pofadi cest).

Méjme graf silnicni sité, ve kterém je pro kazdou silnici poznamenana
prumérna rychlost. Popiste algoritmus, ktery najde mezi vrcholy u, v cestu
maximalizujici rychlost v nejpomalej$im misté.

MiZzeme pouzit upraveny Dijkstrav algoritmus:

« Misto vzdalenosti budeme do vrchol ukladat minimalni rychlost na
nejrychlejsi cesté.

« Budeme zavirat vrchol ne s nejmensi hodnotou (t.j. s nejkratsi cestou), ale
nejvetsi (s nejrychlejsi cestou).

« Hodnotu vrcholu piepiseme pokud nova bude veétsi.

» Piirelaxaci v z v misto nastaveni hodnoty u na soucet ohodnoceni hrany
uv a hodnoty vrcholu v provedeme minimum.

Jak mizeme upravit Dijkstrav algoritmus, aby optimalizoval jina kritéria
misto délky cesty? Jaka kritéria lze takto pouzit?

Kritérium si miZeme predstavit jako funkci, ktera hodnoti kazdou cestu:
h: V* — R. Standardni Dijkstrav alg. minimalizuje kritérium délky cesty.
Kritérium mutzeme i maximalizovat, jako v dloze 3.

Z dukazu spravnosti Dijkstrova algoritmu dostavame tato omezeni na

kritérium:

 Pro kazdou cestu u;, ..., u;, musi jeji prefix mit stejné nebo lepsi
ohodnoceni (tedy h(uq,...,u;_;) < h(uq, ..., u;) pokud minimalizujeme)
(kritérium je monoténni.
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+ Ohodnoceni cesty zavisi pouze na ohodnoceni jejiho prefixu bez posledni
hrany a této jedné hrané.

+ Kazdy prefix optimalni cesty je také optimalni (problém ma optimalni
podstrukturu).

MuZzeme zmirnit podminky na kritéria pouzitim Bellmanova-Fordova
algoritmu jako zakladu?

Bellmanav-Fordav algoritmus zjemnuje podminku Dijkstrova algoritmu na
absenci zapornych hran (tedy kazda hrana navic cestu pouze zhorsi) na
podminku absence zapornych cykl (tedy nemtzeme cestu donekoneéna
zlepSovat). Pro nas to znamena, 7e uz nemame podminku monotonicity.

Pro mnozinu hodnoticich kritérii je feSeni Pareto-optimalni, kdyz
neexistuje zadné jiné feSeni, které by bylo v alespon jednom kritériu ostie
lepsi a ve zbytku nebylo horsi.

Upravte Dijkstrav algoritmus, aby pro mnozinu kritérii (spliujicich
podminky z pfedchoziho cviceni) hledal Pareto-optimalni cesty. Jak se
zméni jeho Casova slozitost?

V tomto pfipadé nam nestaci udrzovat si v kazdém vrcholu jen jednu
optimalni cestu, kterou pak rozsifujeme, protoze takova neexistuje. Musime
udrzovat mnozinu vSech Pareto-optimalnich cest (tzv. Pareto front) a zkusit
vzdy rozsirit kazdou z nich.

Algoritmus to nasobné zpomali, protoze v kazdém vrcholu potifebujeme
udrzovat O(dk_l) cest, kde k je pocet kritérii a d je velikost jejich domény
(pocet moznych ohodnoceni).

Popiste postup, kterym z vysledkt Floydova-Warshallova algoritmu
ziskame posloupnost vrchold, které cesta navstivi.

Pro hledani cesty z u do v nejprve najdeme néjaky jeji vniténi vrchol w a pak
rekurzivné zpracujeme cestu uw a wv: Vyzkousime vSechny vrcholy w # u, v
a vybereme takovy, kde vzdalenosti uw a wv se sectou na vzdalenost uv (t.].
pro matici vzdalenosti M plati M,,,, + M,,, = M,,,)-
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Dokazte, Ze existuje mnozina nejkratsich cest vedoucich z vrcholu v t.Z.
tvori dohromady strom.

Tento strom je generovan Dijkstrovym algoritmem.
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