Algoritmy a datové struktury 1 3. cviCeni, feSeni, 2026-03-02

1. in(u) < in(v) A out(v) < out(u).

2. Podivam se na zakofenény strom prachodu DFS a vezmu lvl(v)
jako ¢islo urovneé, na které lezi vrchol v. Graf je bipartitni < kazdy
cyklus je sudy. To plati pravé kdyz kazda zpétna hrana uv
preklenuje lichy pocet urovni (Ivl(u) — lvl(v) mod 2 = 1).

3. DFS na grafu reprezentovaném matici sousednosti sebéhne v ¢ase
O(n?) a na grafu reprezentovaném seznamem sousedi v ¢ase
O(n + m). Pokud m € ©(n?), tak oba vyjdou stejné.

4. Soucéasti cyklu mohou byt vsechny hrany, zpétné hrany jsou
soudasti cyklu vzdy.

5. Jiz vime, Ze zpétné hrany jsou vzdy soucasti cyklu. U stromovych
hran si miizeme v$imnout, Ze jsou soucasti cyklu praveé tehdy, kdyz
je ,preklenuje” zpétna hrana - z podstromu spodniho vrcholu vede
zpétna hrana do horniho nebo vyse.

Oznadme si jako low(v) nejmensi in(u) pro véechny u horni
vrcholy zpétnych hran z podstromu v (tedy low(v) =

min{in(u) | vw zpétna hrana,w potomek v}). Intuitivné ,jak
vysoko se jednou zpétnou hranou dostaneme z tohoto podstromu®.

Hrana uv (s u otevienym v DFS pfed v) je soucasti néjakého cyklu
pravé kdyz low(v) < in(u).

Graf je hranové 2-souvisly pravé kdyZ nema Zadné mosty. V
linearnim ¢ase to ovéfime tak, ze pfi pruchodu DFS postupné
budeme prepocitavat low a pak ovéfime podminku odvozenou vyse.

6. Projit vSechny mozné cesty miZeme jednoduse prohledavanim
grafu do hloubky z u. Bohuzel asymptoticky lepsi algoritmus
neexistuje, néjakého zrychleni by §lo pro fidsi grafy dosahnout
kontrakei delsich cest, kdy pak nemusime travit ¢as prochazenim
mist bez vétveni.

7. Projdeme graf z u pomoci BFS a rozdélime vrcholy na ,vrstvy®
podle vzdalenosti od u. Z grafu pak smazeme vSechny vrstvy za v a
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smazeme hrany bez cilového vrcholu. U kazdého zbylého vrcholu w
si pak budeme pamatovat s(w) - kolik nejkratsich cest do néj vede z
u.

s(u) nastavime na 1. Pak projdeme graf po vrstvach, v kazdé vrstvé
projdeme kazdou hranu zy a nastavime s(y) < s(y) + s(z).
Vysledny pocet vSech nejkratsich cest najdeme v s(v).

JelikoZ prachod pres DFS nezkonstruuje vrstevnaty graf, nemtizeme
nejkratsi cesty hledat takto pfimocare. Ve vrstevnatém grafu
algoritmus funguje, protoze kazda hrana kazdé nejkratsi cesty jde z
vrstvy ¢ do vrstvy ¢ 4 1, coZ pro hrany DFS stomu neplati.

8. Topologické uspofadani odpovida oto¢enému pofadi out(v) z DFS.
Pro kazdou (orientovanou) hranu uv (krom zpétné) plati out(u) >
out(v) a graf se zpétnymi hranami nema topologické uspotradani.

9. Graf G ma pravé jedno topologické usporadani < G ma
Hamiltonovskou cestu.

= ( je nutné souvisly, jinak by $la topologicka uspotradani dil¢ich
komponent libovolné usporadat. Pokud ma v topologickém
usporadani v, v,, ..., v,, kazdy vrchol v; hranu do vrcholu v, _ ;,
mame Hamiltonovskou cestu. Jinak mizeme v topologickém
uspoiadani v; a v;; prohodit, protoZe tim neporusime invariant
sméru pro zadnou hranu.

< Vezmeme poradi vrcholii na cesté jako topologické usporadani.
Kdyby existovala hrana ,zprava doleva®, dostali bychom cyklus,
protoZze z kazdého v, vede cesta do kazdého v; pro j > .
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