Algoritmy a datové struktury 1 2. cviCeni, feSeni, 2026-02-23

Napiste bublinkové tfidéni jako program pro RAM, popiste format vstupu
a vystupu a vyjadrete pfesné (poctem instrukei) ¢asovou a pamétovou
slozitost programu v nejlepsim i nejhorsim pripadeé.

Format vstupu/vystupu: V burice 0 délka vstupu (n), v dalsich burikach
jednotliva ¢isla. Po skonceni programu budou na stejném misté ¢isla
setfidéna.

Program:

B :=1 Index vnéjsiho cyklu
C:

B + 1 Index vnitiniho cyklu
Pokud je pofadi spravné, neprohazujeme

cyklus: if [B] <= [C] then goto neproh

D := [B] Jinak prohodime ¢isla naidx B a C
[B] := [C]
[C] :=D
neproh: C := C + 1 Dalsi krok vnitfniho cyklu
if C <= [0] then goto cyklus
Cc:=0 Dalsi krok vnitfniho cyklu
B:=B+1
if B < [0] then goto cyklus
halt Konec programu, vnéjsi cyklus prosel viechny prvky

Casova slozitost v nejhorsim piipadé: 3 + (n — 1) - (3 + % - 6) (3 instrukce na
zacatku/konci, n — 1 iteraci vnéjsiho cyklu, 3 instrukce na jeho rezii, n — B
iteraci vnitrniho cyklu, 6 instrukci na cyklus, kdyz vZdy prohazujeme)

Casova slozitost v nejlepsim ptipadé: 3 4+ (n — 1) - (3 + % - 3) (vstup je uz
setridény a neprohazujeme)

Prostorova slozitost ve vSech pfipadech: n + 4

Vyberte si néjaky strojovy/assembly jazyk realného pocitace a porovnejte
ho s jazykem instrukci RAM.

V obecnosti se RAM od strojovych jazyka realnych pocitact lisi pfedevsim

« sloucenim konceptu registri a paméti,

« praci s libovolnymi operandy (strojové jazyky typicky jeden vstupni
operand berou zaroven jako vystupni, nékteré umoznuji zapisovat vysledky
jen do registri),
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+ a zjednodusenym modelem rychlosti vykonani instrukce (Zadné cache,
pipeliny, rozdily v cenach instrukci...).

Jinak jde ale o model asi nejbliz§i dne$nim pocitactm.

Uvazte RAM s jednotkovou cenou instrukci a bez omezeni na velikost
buriek.
2) Najdéte zptisob, jak libovolnych n ¢isel omezené velikosti zakddovat do
jedné bunky.

Cisla nasi omezené velikosti budou mit omezené dlouhy binarni zapis,
feknéme b bitd. (Omezim se na prirozena ¢isla, cela &isla Ize vesit napr:
znaménkovym bitem.) Takovych ¢isel miZeme pomoci bitovych operaci
ynaskladat” do jedné buriky neomezené mnozstvi. Z mista A mtizeme pak
dostat ¢islo I pomoci

(A >> (b*I)) & (b jednicek).

Jaké aritmetické operace jdou na takto zakédovanych ,vektorech®
provadét v konstantnim cCase?

Takova (pfirozena) ¢isla mizeme v konstantnim ¢ase po slozkach scitat a
odecitat, dokud nepfretecou.

Néasobeni téchto ,vektort“ uz nasobeni po slozkach neda, jeho vysledek je
ale stejné uzitecny. Kdyz si piedstavime kazdy ,vektor” jako polynom v 2°
(nebo ekvivalentné jako ¢islo v 2°-arni soustavé), dostaneme nasobenim
,vektoru“ sou¢in polynomi.

Vymyslete, jak transformovat libovolny program na RAMu s omezenou
velikosti bunky do této neomezené varianty tak, aby mél konstantni
pamétovou slozitost.

Staci program prepsat tak, aby se operatory provadély na omezeném

poétu pracovnich registrii a kazdy pfistup do paméti prepsat na pfistup do
dil¢i ¢asti jedné buniky reprezentujici pamét jako ,vektor®.
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d)

Najdéte reprezentaci dvou mnozin vektort A, B takovou, zZe skalarni
soudin a - b (pro libovolné a € A, b € B) lze vypocitat v ¢ase O(1).
Pouzijte tuto reprezentaci k nasobeni matic v ¢ase O(n?).

Skalarni sou¢in dvou vektorii a,b € N*, a - b =) a,b; lze ziskat z
polynomti a(z) = a;2° + ... + a,, "1, b(x) = b, 2° + ... + by ! jako
koeficient u ™! v jejich souéinu: Se¢tou se v ném pravé nasobky ¢lenti z
a a b, jejichz mocniny z se seftou na

n—1

n—1,tedy a;2° a by 1, ayz! a byl ...

Staci pouzit reprezentaci z a), kdy ale kazdy vektor z B zapiSeme v
opaéném portadi. Podle polynomového pohledu je pak koeficient u ™!

roven n-tému prvku vysledného ,vektoru®

Pro nepfirozené rychly algoritmus nasobeni matic uz pak staci védét, ze
(A ) B)z’j = A, - B*j-

Minule jste dokazali, Ze existuji dvojice funkci neporovnatelné inkluzi tfid
O. Nyni dokaZzte, Ze to plati i pokud se omezime jen na neklesajici funkce.

Mozné feseni je najit funkcei f, kde pro kazdé c a dostate¢né velké n plati, ze
f(n+1)

f(n)
f(n) = In]!, g(n) = [n]!

> c. Za g pak miZeme vzit stejnou funkci posunutou o pal kroku.

Navrhnéte grafovou reprezentaci jizdniho fadu a popiste algoritmus, ktery
najde pro vychozi zastavku, ¢as odjezdu a maximalni ¢as pfijezdu mnoZinu
zastavek, do kterych se lze dopravit (tzv. izochronu).

Algoritmi na hledani cest v jizdnim 7adé je cela fada a s nimi existuje i fada
reprezentaci. Asi nejjednodussi (pro pouZiti s existujicimi algoritmy) je tzv.
time-expanded graph, kde se vezme popis dopravni sité (obdobny mapé€) a pak
se vytvori pro kazdy relevantni ¢as kopie kazdé zastavky.
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